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Forord

Matematik med it er en viderefgrelse af et
tidligere projekt med samme navn. Projektets
formal er efteruddannelse af matematiklaererne
i grundskolen.

| forbindelse med det fgrste projekt udgav
Danmarks Matematiklzererforening grund-
bogen Matematik med it', som i otte artikler
beskriver forskellige aspekter ved brug af it i
matematikundervisningen.

Til anden del af projektet, som Gladsaxe
Kommune star for med stotte fra A. P. Mgller

og Hustru Chastine McKinney Mgllers Fond

til almene Formaal, herer Matematik med it -
Elevbog 1 og Matematik med it - Elevbog 2 med
tilhgrende leerervejledninger, som er udviklet af
Danmarks Matematiklaererforening. Denne del
af projektet viderefgrer efteruddannelsen gen-
nem to elevbgger, der indeholder eksemplariske
undervisningsforlgb med brug af it-veerktgjer og
de to leerervejledninger, der indeholder didakti-
ske og metodiske overvejelser. Begerne daekker
mellemtrin og eeldste trin i grundskolen.

Foto: Jgrgen Uhl Pedersen



Indledning

Matematik med it - Elevbog 2 henvender sig til elever i
udskolingen, men vil ogsa kunne bruges i sidste del af
mellemtrinnet. Bogen indeholder 16 opslag, hvor der
er fokus pa brug af it med seerligt fokus pa arbejdet
med CAS. Oplzaeggene er konstrueret sa de kan anven-
des uafhaengigt af, hvilket CAS-vaerktgj eleverne har
til radighed.

De digitale veerktgjer bruger eleverne i deres under-
spgende arbejde med matematik. Arbejdet tager ofte
udgangspunkt i problemstillinger fra det omgivende
samfund, der kan veere interessante for eleverne at
undersage. Eleverne skal arbejde ud fra en problem-
Igsende tilgang, hvilket betyder, at de opfordres til at
afsgge flere mulige veje i processen. De vil sa opdage,
at der kan vaere flere lgsninger til samme problemstil-
ling. Oplaeggene leegger op til, at eleverne bruger et
CAS-veerktgj i arbejdet med at opstille og undersgge
matematiske modeller. Modellerne kan indeholde
variable, som eleverne kan a&ndre. Dermed kan de
@ndre pa modellernes forudseaetninger og dermed
ogsa resultaterne.

CAS i matematikundervisningen
CAS er en forkortelse af Computer Algebra System.
Et CAS-veerktej kan bruges til at arbejde med opgaver,
derindeholder variable, at Igse ligninger, at handtere
tal med mange betydende cifre og at handtere store
datasaet. CAS-vaerktgjet kan desuden praesentere
resultater i grafer, diagrammer og tabeller. Det bety-
der, at en del af de opgaver, som eleverne arbejder
med, kan Igses af programmet, hvis eleverne taster
de korrekte oplysninger ind. CAS-veerktgjet er i denne
sammenhang en form for avanceret lommeregner.
Det er imidlertid CAS-veerktgjet
- som hjeelp for eleverne til at udforske strategi og
metoder
- som hjeelp til preesentation af resultater
- ogidet hele taget som hjeelp til at blive klogere pa
matematik
der erifokus.
Det er derfor vigtigt at overveje, hvordan temaerne
iscenesaettes i undervisningen og hvordan CAS-vaerk-

tojet bliver integreret. Nogle af de didaktiske spgrgs-

mal, der bgr overvejes i forhold til implementering af

CAS-verktgjer er:

« Hvilket indhold skal der veere i matematik-
undervisningen?

« Hvilke typer af opgaver kan vaere med til at udvikle
elevernes matematiske kompetencer, nar de arbej-
der med et CAS-veerktgj?

« Hvilke udfordringer kan der opsta, nar et CAS-veerk-
tej inddrages i matematikundervisningen?

» Hvordan kan CAS blive et matematisk vaerktgj, som
eleverne kan anvende pa en kompetent made?

« Hvilke evalueringsformer kan vise, hvilken lzering og
hvilke kompetencer eleverne har opnaet?

Indholdet i en undersggende og dialogisk matematik-
undervisning vil vaere praeget af at opstille hypoteser,
gennemfgre undersggelser og eksperimenter frem for
I@sning af flere opgaver af samme type. Der vil sand-
synligvis forekomme situationer, hvor nogle elever
oplever, at de er udfordret i forhold til valg af regne-
metode, men her er det vigtigt at stille spgrgsmal til
eleverne, der kan lede dem frem til en strategi frem for
at give dem en metode, som de ukritisk anvender.

Eleverne bgr opleve, at matematik er fag, hvor det er
positivt at vaelge metoder kreativt, ogsa selvom nogle
af metoderne senere ma opgives. Det er en del af
lereprocessen.

Der skal veere tid til fordybelse, nar eleverne arbej-
der med problemlgsning/modellering, fordi disse
processer fordrer undersggelser, afprgvninger og
valg, som i sidste ende skal munde ud i forklaringer,
argumenter og evt. reesonnementer pa baggrund af
beregninger med et CAS-veerktgj.

De udfordringer, der kan opsta i undervisningen, nar
et CAS-vaerktgj inddrages, kan veere af savel teknisk
som didaktisk karakter. Symbolbehandling har en af-
gorende rolle i arbejdet med opgaverne i CAS. Det er
muligt at bruge meningsfulde variabelnavne, som fx
“pris” og “antal” i et CAS-vaerktgj. Denne made at bru-
ge variable pa ggr, at det er muligt at se variabelnavne
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i regneudtryk eller matematiske modeller. Mange af
udfordringerne kan ogsa lgses ved at bruge et reg-
neark, hvor de variable er cellehenvisninger, og hvor
regneudtryk og matematiske modeller er skjulte. Veer
opmeaerksom p3, at muligheden for meningsfulde vari-
abelnavne stiller krav til stavemade, da CAS-veerktgjer
ikke kan genkende variable, hvis de ikke er skrevet og
stavet ens i hele dokumentet. Nogle CAS-vaerktgjer
foreslar dog det korrekte variabelnavn, nar blot et
eller to bogstaver i et variabelnavn, der tidligere er
brugt, indtastes korrekt.

For at CAS kan blive et matematisk vaerktgj, som
eleverne kan anvende pa en kompetent made, er der

nogle aspekter, der skal overvejes og tages stilling til:

- Hvordan arbejder vi med at oversaette matematisk
syntaks til CAS syntaks?

- Hvilke udfordringer giver syntaksen i CAS-vaerk-
tojet?

- Er der repraesentationer, der skal &ndres?

- Hvordan fortolker vi resultatet?

- Hvilke holdninger er der til brugen af CAS?

- Hvordan kan vi bruge CAS sa kvaliteten af
matematikundervisningen gges?

Foto: Jgrgen Uhl Pedersen



Bogens opbygning

Bogen er opbygget, sa hvert emne/tema fylder et op-
slag. Der er generelt valgt en struktur, sa venstre side
er teenkt som en del af introduktionen til elevernes
undersggelser pa hgjre side.

Venstresiden lzegger op til en falles introduktion og
iscenesattelse af emnet. Eleverne far pa den made
kendskab til indholdet, ligesom deres forstaelse
af bade faglige og for-faglige begreber og brug af
digitale veerktgjer bliver afklaret. Hvis eleverne er i
tvivl om centrale begreber, kan det veere vanskeligt
at opna en forstaelse, der gor, at de eri stand til at
arbejde med problemerne. Udover at forsta begre-
berne, er det vigtigt, at eleverne bruger disse i sam-
menhang med en kontekst, sd deres matematiske
kommunikationskompetence ogsa udvikles. | side til
side vejledningerne er der ideer til introduktionen.

Hgjresiden indeholder opgaver og udfordringer, der
tager udgangspunkt i introduktionen pa venstresi-
den. P4 hgjre side kommer begreber og brugen af
digitale veerktgjer i spil i forbindelse med arbejdet
med problemstilling og opgaver. Dette bliver uddy-
bet senere i side til side vejledningerne.

Det er muligt at laese mere om procesorienteret ma-
tematikundervisning i bogen Matematik med it (2016),
kapitel 12. Her beskriver Karsten Enggaard, hvordan
undervisningen kan organiseres, sa processen og
dermed udviklingen af matematiske kompetencer er
central.

Opslagene i begerne har som ovenfor omtalt fokus
pa, at eleverne skal arbejde med problemlgsning og
modellering. | arbejdet med problemstillingerne skal
eleverne sidelgbende arbejde med at leere at anvende
CAS som undersggelsesvaerktgj. Det er vigtigt, at
elevernes arbejde i lpsningsprocessen kan tage
udgangspunkt i forskellige strategier, og at de Igben-
de kan diskutere og argumentere for deres valg af
strategi. P4 denne made vil eleverne opleve, at de ikke
ngdvendigvis kommer frem til samme Igsning, selvom
de har arbejdet med den samme problemstilling eller
opgave. Det vil automatisk ske, nar de skal foretage
nogle valg i forhold til opgavens problemstilling, eller
hvis de bliver spurgt “hvad nu hvis...?". det kan ses
tydeligt i opslaget: Keb af cykel.

Evaluering
Evaluering af arbejdsprocessen er en udfordring,
nar eleverne har mange forskellige strategier og

I@sningsforslag. | evalueringen kan man bruge digi-
tale veerktgjer som skaermoptager, audio, video eller
fotos suppleret med opsamling af pointer undervejs i
undervisningen.

Hvordan kan det give mening at evaluere fx dele af
opgave 2 i opslaget Keb af cykel? Umiddelbart handler
det ikke om, at eleverne afleverer fem eller flere for-
slag til, hvad der skal kgbes, hvis de skal finde prisen
pa cyklen hos de tre forhandlere. En skaeermoptagelse
med forklaringer fra eleven, der tydeligt viser, at hun
har anvendt de muligheder for arbejde med variable,
der ligger i CAS-veerktgjet, vil veere en evaluering,
der kan give lzereren indsigt i elevens kompetencer i
denne sammenhang. Ved at arbejde med skaermop-
tagelser tilgodeser lzereren ogsa mindst en af de fire
elevpositioner, som er beskrevet i det tvaergdende
tema It og medier’ (Feelles Mal 2014). Det er muligt
at laeese mere om dette i Matematik med it kapitel 33,
hvor Rikke Teglskov beskriver arbejdet med de fire
elevpositioner.

Under elevernes arbejde med et opslag, kan det
veere frugtbart i fellesskab at opsamle szerlige poin-
ter. Det kan vaere matematiske pointer, pointer fra
brug af CAS eller et andet digitalt veerktgj eller pointer
vedrgrende strategier/lIgsningsforslag. Rammen med
overvejelser, der ligger efter opgaverne i alle opslag, er
skrevet med henblik pa elevrefleksioner. Det er lettest
at reflektere over valg af strategi, vaerktgj og Igsning,

i umiddelbar forleengelse af arbejdet med opgaverne,
mens problemer og pointer er i frisk erindring.

Problemlgsning
Nedenstdende model giver en oversigt over faser i
arbejdet med problemlgsning. Modellen kanien eller
anden form praesenteres for eleverne for at stgtte
dem i processen med problemlgsning.
Spergsmaélene/udsagnene til hver fase kan anven-
des som stilladsering. Pilene viser, at det bade er en
mulighed og ofte en ngdvendighed, at eleverne ikke
udelukkende arbejder fremad efter 1, 2, 3 og 4,
men ogsa gar
tilbage og pa
tvaers.

1
Hvad er problemet?

4
Se tilbage!
Er problemet lgst?

2
Lzaeg en plan!

3
Gennemfgr planen!



| fase 1 arbejder eleverne med at forsta problemet.

1. Hvad bliver du bedt om at finde eller vise?

2. Kan du formulere problemet med dine egne ord?

3. Kan du forestille dig et billede eller et diagram, der
kan hjzelpe dig til at forsta problemet?

4. Er der information nok til at ggre det muligt for dig
at finde en Igsning?
Hvis ja, hvad er sa den vigtigste information, du
har faet?

| fase 2 forsgger eleverne at laegge en plan.
Har du mgdt problemet i en enklere form?
. Geet og prov efter — maske kan du forbedre noget
. Tegn et diagram/skitse el.lign.
. Kig efter en mgnster
. Tegn en tabel
. Kan problemet forenkles?
Opstil en ligning
. Trevl op bagfra
. Udeluk muligheder

© 0N A~ WN =2

| fase 3 arbejder eleverne med planen.

1. Holde gje med sine fremskridt, sa alt gar efter
planen

2. Tjekke hvert trin

3. Huske fejltrin eller szerlige overvejelser ift. frem-
tidig gennemgang

4. Prgve en ny plan, hvis denne ikke lykkes

| fase 4 ser eleverne tilbage og reflekterer.
1. Er der en metode, du kan bruge, som tillader dig
at verificere dit svar?
2. Giver dit svar mening?
. Kan du sette dit svar ind i spgrgsmalets kontekst?
4. Reflekter og se tilbage pa din proces — hvad
virkede? Hvad virkede ikke?

w

It og medier

Som tveergdende tema skal it og medier veere inte-
greret i alle fag. | matematik kan eleverne arbejde
med temaet, nar de indsamler og deler information

i forhold til de problemer, de skal Igse. Det indhold,
eleverne skaber i arbejdsprocessen, kan deles med en
eller flere kammerater, og kan derved danne grundlag
for et lzeringsfeellesskab. De forskellige aspekter ved
elevernes arbejde med it og medier i matematik er
formuleret i fire punkter, som i forhold til opleegget
Keb af cykel kan udbygges som vist i det fglgende.

1. Eleven som kritisk undersgger.
- Viden om udgifter til cykeludstyr
- Regneudtryk
- Variable
- Regne/bruge CAS
2. Eleven som analyserende modtager.
- Beskriver forskellige situationer
- Diskuterer variable og regnemodeller
3. Eleven som maélrettet og kreativ producent.
- Brug af CAS
- Screencast med forklaring p& model og brug
af CAS
- Dele fx pa Skoletube
4. Eleven som ansvarlig deltager.
- Konstruktiv feedback

Eleven opfylder punkt 3 ved at udarbejde en skaer-
moptagelse og har i opgaven ogsa veeret den kritiske
undersgger (1), der har fundet informationer om, hvad
forskellige ting koster og hvad man evt. kan tjene,
hvis man szelger sin gamle cykel. Se evt. en del af en
evalueringsoptagelse pa dette link2.

Arbejdet med CAS, problemlgsning og modellering

i denne bog giver anledning til, at eleverne afprgver
forskellige strategier og it-veerktgjer. | denne arbejds-
proces vil dialogen elev-elev og lzrer-elev understot-
te leeringen og samtidig give anledning til at stille
spgrgsmal, der laegger op til matematisk samtale.
Samtalen er en del af den sproglige udvikling, som
desuden indeholder leesning, lytning og faglig skriv-
ning. | bogen lzegges der derfor op til, at eleverne skal
argumentere og skrive lpsningsforslag, og pa den
made udvikle savel deres matematiske kompetencer
som deres fagsprog.

1) http://brochure.aabc.dk/ventures/matematik-med-it/

2) http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/
Matematik_med_IT_kapitell.pdf

3) http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/
Matematik_med_IT_kapitel3.pdf

4) kortlink.dk/w2st

Opslagsbogger
Formelsamlingen — Matematiske formler og fagord,
Forlaget Matematik, 2. udgave 2017.

Gyldendals sma opslagsbgger — Matematik,
Hans Jgrgen Beck, 2. udgave 2009.

Gyldendals Minilex, Matematik, Sgren Halse,
Erik Laage-Petersen, Jens Peter Touborg, 1. udgave 2005.


http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/Matematik_med_IT_kapitel1.pdf
http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/Matematik_med_IT_kapitel1.pdf
http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/Matematik_med_IT_kapitel3.pdf
http://matematikmedit.dk/wp-content/uploads/2016/11/Matematik_med_IT_kapitel3.pdf
http://kortlink.dk/w2st

Kob af cykel

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Opslaget relaterer til elevernes virkelighed, nar de
skal foretage nogle valg. Klassesamtalen kan tage
udgangspunkt i elevernes bud pa, hvad de har kgbt,
og hvilke valg de matte foretage, inden de besluttede
sig til det endelige kgb. Problemstillingen, som ele-
verne skal arbejde med, giver anledning til, at de kan
kommunikere med og om matematik og efterfglgende
skal argumentere for de valg, de har foretaget.

Elevernes undersggende arbejde

Opgave 1 skal give eleverne mulighed for at dykke
ned i de forskellige tilbud og fa et overblik over de for-
skellige forhandleres priser. Beregningen af rabatten
giver eleverne mulighed for at foretage et begrundet
valg senere.

Tegning: Bjgrn Rasmussen

&2

Problemstillingen i opgave 2 eri sammenhang med
opgave 1grundlag for at veelge tilbud.

Opgave 3 har fokus p3, at eleverne anvender et dy-
namisk veerktgj til at finde det tilbud, de mener, er det
bedste. Nar de har foretaget deres valg, er det vigtigt,
at de argumenterer pa baggrund af deres beregninger
og undersggelser.

Opgave 4 giver anledning til at arbejde med dyna-
mikken i CAS-veerktgjet, nar eleverne skal undersoge,
hvilke elementer de skal vaelge til eller fra for at kunne
2ndre den anbefaling, de tidligere har givet. Den
brugte cykel kommer i sidste del af opgaven til at spil-

le en afggrende rolle for valg af forhandler. Her skal
eleverne afggre, hvor meget Anne-Mette skal forlange
for sin brugte cykel, hvis hun vil kgbe tilbud 2 uden at
skulle betale mere end ved et af de andre tilbud.

Fzelles opsamling

| den feelles opsamling vil det veere oplagt at tale med
eleverne om deres valg og fravalg af tilbehgr og hvilke
konsekvenser, det havde for deres endelige kgb.
Rabatter af forskellig karakter, afbetaling og mulighed
for, at forhandleren betaler noget for den gamle cykel
ved kgb af ny cykel, er alle forhold, der spiller ind pa
den endelige pris. Det er vigtigt, at eleverne forholder
sig til de forskellige prisreduktioner og de konse-
kvenser, de kan have. Det vil veere oplagt at relatere
til andre forhold fra elevernes hverdag, hvor de bliver
udsat for at skulle foretage valg og tale om de lane-
muligheder, de er omgivet af i medierne.

Brug af digitale vaerktojer

Det er en del af opgaven at arbejde med et CAS-veerk-
tej, men det vil veere oplagt at diskutere med eleverne,
om de har andre forslag til veerktgjer, der er oplagte

i denne opgave. Fordelene ved at arbejde med dyna-
miske veaerktgjer i denne opgave er, at det er muligt

at endre pa forskellige priser/valg. Eleverne kan i

den situation fa hjzelp til hurtigt at finde de relevante
oplysninger uden af skulle bruge tid pa at udarbejde
nye beregningsmodeller.

Foto: Colourbox



Fra Skagen til Gedser i bil

Nar Google, Garmin, Krak og andre tjenester beregner
en rejserute, ma der ligge en matematisk model bag
de resultater, som bliver til rutevejledningen. Malet
her er, at eleverne skal arbejde med kritisk modelle-
ring.

Brugen af CAS ggr det muligt for eleverne at opstille
en model, som de kan bruge til simulering af lignen-
de situationer og sammenligne deres resultat med
svaret fra rutevejledningen.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Hvordan kan man vaere kommet frem til, at det tager
naesten 6 timer at komme fra Skagen til Gedser?

For at svare pa dette spgrgsmal er det ngdvendigt at
overveje hvilke forudsaetninger den matematiske mo-
del, som giver resultatet, bygger pa. Klassen drgfter i
feellesskab hvilke forhold, der har indflydelse pa den
tid, det tager at kgre en bestemt straekning. Nogle af
disse forhold kan eleverne tage med i deres modeller,
mens andre forhold er noget vanskeligere at fa med.
Forhold, der typisk naevnes, er vejtyper, gennemsnits-
hastighed pa de forskellige vejtyper, straekninger med
vejarbejde, straeekninger med kg, arstid, ugedag og tid
pa dggnet.

Erfaringsmaessigt er beregninger med tid, vejlaengde
og hastighed vanskeligt for mange elever. Derfor bar
deriden falles drgftelse i klassen ogsa indga overve-
jelser om sammenhangen mellem tid, vejlaengde og
hastighed.

Arbejdet med brug af CAS er en del af introduktio-
nen. Brug eksemplet pa side 6 eller et eksempel fra
det CAS-veerktgj, som klassen benytter. Denne video?
giver bade en introduktion til arbejdet med modelle-
ring og brugen af CAS-vaerktgjet WIRIS. Overvej om
brugen af enheder vil lette eller komplicere arbejdet.

Elevernes undersggende arbejde
| opgave 1 skal eleverne arbejde med en systematise-
ring af de variable, der skal indgd i deres model.

| opgave 2 skal eleverne undersgge hvilke gen-
nemsnitshastigheder, man regner med pa forskellige
vejtyper. Gennemsnitshastigheden er jo ikke ngdven-

digvis den samme som hastighedsbegraensningen. Pa
Vejdirektoratets hjemmeside? er det muligt at hente
de ngdvendige informationer til denne opgave.

Modellen, der beregner tiden, opstiller eleverne i
opgave 3. Den kan udvides pa flere mader, sa der fx
indgar flere vejtyper.

Den centrale opgave er opgave 4, hvor eleverne
skal vurdere deres model og bruge den til forskellige
simuleringer og til en sammenligning af resultatet fra
en app, der beregner rutevejledninger.

Feelles opsamling

Modelleringsprocessen bgr have en central plads i
den feelles opsamling, selvom den ikke er naevnt som
et punkt. De punkter, der er i rammen, knytter sig til
det rent tekniske i forhold til enheder og brug af CAS.

Brug af digitale vaerktgjer

| CAS-eksemplet, der er vist nederst pa side 6, har vi
valgt at benytte os af, at de fleste CAS-veerktgjer ggr
det muligt at bruge Sl-enhederne i beregningerne.
Brugen af enheder kan dog komplicere arbejdet for
nogle elever. Desuden har forskellige CAS-veaerktgjer
ofte forskellige standarder for angivelse af enheder.
Modellen kan ogsa opstilles i et regneark, men forde-
len ved at bruge et CAS-veerktgj er, at det er muligt
at give de variable meningsfulde navne. | et regneark
vil de variable veere cellenavne, og selve modellen er
skjult.

1) https://youtu.be/uPFz8qk4wIU
2) https://trafikkort.vejdirektoratet.dk/

J. P.Valery, Unsplash



At spare op

| dette tema er der fokus pa opsparing, og omdrej-
ningspunkterne er pa den ene side en klasses opspa-
ring til deres sidste skoledag og p& den anden side en
opsparing til et kgrekort.

| ingen af situationerne er rentebegrebet inddraget,
men det kan naturligvis overvejes at tillaegge renter til
problemstillingen, fx ved at skolen i den ene historie
og Sagas morfar i det anden tilbyder 10% i tillaeg til
opsparingerne.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Mon ikke alle elever har prgvet at spare sammen til
noget, de gnsker sig?

Tal med eleverne om deres erfaringer med det at
spare op. Er det noget de selv ggr, eller bidrager deres
foreeldre, og hvordan foregar det i praksis. Der er
sikkert en del af eleverne, der har en bgrneopsparing,
hvor foreeldre eller bedsteforaldre bidrager med be-
Igb, der kan komme til udbetaling ved en fastsat alder.
Renten pa en bgrneopsparing ligger typisk omkring
1% -1,5%. Det er altsa ikke store belgb, der tilskrives
opsparingen undervejs.

To niende klasser vil spare op til deres sidste skole-
dag.

Hvis A-klassens elever giver 30 kr. om maneden i de
ni maneder vil de i alt have sparet 5670 kr. op. Hvis de
taenker, de kan ngjes med 5000 kr., kan de ved hjeelp
af et CAS-veerktgj lgse ligningen 21-x -9 = 5000
og fa svaret 26,50 kr.

B-klassen bruger et regneark til at regne pa opspa-
ringen. Ved hjzlp af regnearket kan de fa svaret pa de
to spgrgsmal til 4680 kr. og 17 kr. om maneden.

Svaret pa det sidste spargsmal, 31kr., kan findes ved
at prgve sig frem eller anvende regnearksfunktionen
Mdlsegning.

Elevernes undersggende arbejde

Narrativen omkring opgaverne pa siden

() her er Sagas opsparing til kerekort.

Der er en klar progression i

fis) detfagligeindholdide tre
opgaver.

Opgave 1
Saga har 12 -400 kr. + 5000 kr. =
9800 kr. pa kontoen efter 12 maneder.

Opgave 2

Ved hjeelp af et CAS-veerktgj! og et reesonnement
fas, at den midterste ligning er den model af virkelig-
heden, som beskriver situationen, og at morfar skal
betale 2200 kr.

12 - 400 + 5000 + morfar = 12000

)

morfar = 2200
Opgave 3
Med assistance fra et oprettet regneark fas en saldo
pa 11 000 kr., hvis Saga seetter 500 kr. ind om mane-
den. Saga skal saette 667 kr. ind hver maned, hvis sal-
doen skal ende med 13 000 kr. Hvis Saga szetter 800
kr.ind hver maned, vil hun have de 13 000 kr. allerede i
januar maned.

Fzelles opsamling

Den feelles opsamling kan indeholde samtale om, hvil-
ke CAS-veerktgjer der er gode til at I@se de givne pro-
blemstillinger samt hvilke metoder og formler, der kan
anvendes i regnearket for at opna de gnskede resulta-
ter. Den sidste opgave kan lgses ved at prgve sig frem,
at opstille en ligning eller anvende regnearksfunkti-
onen Malsggning. Opgaven kan ogsa give anledning
til en meget overskuelig I@sning i et CAS-veerktgj. Det
bor preves og bruges som et konkret udgangspunkt i
en samtale om CAS og regneark.

Brug af digitale vaerktgjer

Brugen af digitale vaerktgjer haenger her taet sammen
med den falles opsamling, hvis den afvikles som
beskrevet ovenfor. Der er nogle valg at foretage for
eleverne i lpsningen af opgaverne i dette tema. De

vil typisk vaere individuelle, men vil ogsa afspejle de
tilgange, eleverne har faet praesenteret i undervisnin-
gen.

1) Ligningen Igses for morfar vha. CAS-veerktgjet WordMat.

Tegninger: Bjgrn Rasmussen



Regneopskrifter

Gennem arbejdet med opslaget kan eleverne opné en
viden om forskellige mader at omskrive regneudtryk
pa samt udfgre beregninger, hvor der indgar variable.

En regneopskrift er en verbalsproglig beskrivelse
af en trinvis beregning. | bog 1 er et opslag med titlen
Regneruter, hvor der arbejdes med samme type udfor-
dring, men her er beskrivelsen givet grafisk.

Brugen af CAS giver eleverne mulighed for at op-
dage sammenhangen mellem et givet starttal og et
sluttal, da det er hurtigt at undersgge, hvordan sluttal-
let &endrer sig, nar starttallet zendrer sig. Ved at bruge
CAS er det desuden muligt at erstatte starttallet med
en variabel. Slutresultatet bliver sa et udtryk, der viser
sammenhangen mellem to veerdier.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
| bogen er vist fire eksempler pa regneopskrifter, som
leegger op til arbejdet pa hgjre side. Lad eleverne
preve og diskuter efterfglgende i klassen, hvilke resul-
tater eleverne er kommet frem til. Det er betydnings-
fuldt at fa diskuteret resultaterne.

Selvom alle i klassen er enige om resultatet, er det
vaesentligt at fa spurgt, om vi nu ogsa kan veere sikre
pa, at resultatet er korrekt. Resultatet behgver ikke
at veere et tal, men kan lige sa godt vaere en sammen-
haeng mellem tallet, der taenkes p3, og resultatet.

Elevernes undersggende arbejde

| opgave 1 skal der arbejdes videre ved at bruge et
CAS-veerktgj til at undersgge de fire regneopskrifter,
der er praesenteret pa venstre side. CAS-veerktgjet gar
det muligt, at eleven kan undersgge mange veerdier
og pa den made komme frem til en sammenhang
mellem tallet, der teenkes p3, og resultatet.

En sproglig beskrivelse af resultatet i opgave 2 kan
lyde: Resultatet er altid lig med tallet, der blev teenkt
pa.

| opgave 3 kan de fire regneopskrifter fx omskrives
til regneudtryk, som vist i fglgende eksempler:

- Regneopskrift 1: Resultatet bliver 7, fordi

(2a+14):2)-a=7.

- Regneopskrift 2: Resultatet bliver starttallet, fordi

(2a+1)-5+4-9
10

- Regneopskrift 3: Resultatet bliver 7, fordi

((a+10)-2-6):2-a="7
- Regneopskrift 4: Resultatet bliver starttallet, fordi

a-a-1
a+1

=a.

+1=a.

Det er muligt at finde ekstra opgaver med regneop-
skrifter i beger med matematiske gader, som eleverne
kan have glaede af, ndr de skal i gang med at konstrue-
re egne regneopskrifter.

Fzelles opsamling

Der er blevet arbejdet med at overszette et verbalt
udtryk til et matematisk udtryk i form af et regneud-
tryk, hvor der indirekte bliver arbejdet med at saette
parentes. Brugen af CAS er vaesentligi den fzlles
opsamling. Brug eksemplet herunder, hvor CAS-vaerk-
tojet viser, hvad der sker fra en linje til den naeste.

Brug af digitale veerktgjer

Ved at bruge et CAS-vaerktoj er det muligt at erstatte
et tal med en variabel og pa den made generalisere
et regneudtryk. Eksemplet, der er vist i bogen, kan
generaliseres ved at erstatte 8 med en variabel. | reg-
neudtrykket i opgave 2 og i CAS-eksemplet til hgjre er
brugt a som variabel.

Nar CAS bruges, som vist nedenfor, kan det vaere
med til at pge elevernes viden og forstdelse vedrgren-
de omskrivning og reduktion af algebraiske udtryk,
hvis der samtidig er en dialog om, hvad der sker fra
linje til linje.

Regneopskrift - et eksempel
tal=a = a

linjel:=tal+3 = a+3
linje2:=linjel- 6 = 6 a+3)
linje3:=linje2-12 = 6-a+6

linje3
linjed:~ inje3

slut:=linjed-1 = a
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Faktorisering

| dette tema arbejdes med fire vigtige, matematiske
begreber: divisor, primtal, sammensatte tal og fakto-
risering. Nar man oplgser et tal i primfaktorer, kaldes
det faktorisering.

Der arbejdes kun med naturlige tal, altsa positive,
hele tal i dette opslag.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Pa venstresiden eksemplificeres de fire begreber. Det
er vigtigt i den indledende samtale om temaet at sikre
sig, at eleverne forstar begreberne.

Pa siden praesenteres to versioner af et faktortree
som en grafisk repraesentation af begrebet faktorise-
ring.

FaktortrEE TreeForm[Faktoriser[94]]

.Ti.IIIEIl

HoldFarm

54
27/

N\ 9
oo

| begge tilfeelde er det tallet 54, der faktoriseres.
| MatematiKans TreeForm aflaeses faktoriseringen
i nederste lag som: 2 - 33, Normalt vil man sa bare
skrive faktoriseringen uden eksponenten 1 pa 2-tallet.
Det er et af mange eksempler i matematikken pa:
‘Nar der ikke star noget, star der.... Og her er det sa
et 1-tal. | MatematiKan giver faktoriseringen denne
reekke af divisorer:
alleDivisorer[54]
{1,2,3,6,9,18, 27,54}

HoldFaorm

Power Power

ra
puy
wi
L

MatematiKan

Elevernes undersggende arbejde

Opgave 1

Opgaven kan Igses med forskellige CAS-veerktgjer.
Primfaktorerne i 48 er 2 og 3: 24 - 3, og tallets ti diviso-
rerer{l,2,3,4,6,8,12,16, 24 og 48}.
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Opgave 2

Eleverne fremstiller en taltavle som i bogen, men alle

felter farves i overensstemmelse med farvekodnin-

gen. Pa den baggrund bliver svarene pa pastandene:

- Sandt: 48 har ti divisorer og der er ingen tal i denne
taltavle, der har flere end ti divisorer.

- Sandt: Kvadrattallene 2, 9, 25 og 49 har alle 3 diviso-
rer, mens 16 har 5 og tallet 36 har 9 divisorer.

- Falsk: Af de 50 tal udggr primtallene {2, 3,5, 7,11, 13,
17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 og 47} kun de 15.

Eleverne kan opfordres til selv at komme med pastan-
de, der kan vurderes som sande eller falske.

Opgave 4

Funktionen sfd[tal, tal, tal, ....] angiver den st@rste
feelles divisor, som er det st@rste tal, der garop i de
valgte tal.

Funktionen kan fx anvendes, nar en brgk skal forkor-
tes. | mange CAS-vaerktgjer anvendes den engelske
forkortelse gcd: greatest common divisor.

Funktionen mfmital, tal, tal, ....] angiver det mindste
feelles multiplum. Den kan anvendes til at finde mind-
ste feelles naevner, fx i forbindelse med addition af
brgker. Den engelske forkortelse for begrebet er lcm:
least common multiple.

Den faelles opsamling

Den fzlles opsamling kan ske ved at klassen i fzelles-

skab drgfter, hvordan der er arbejdet med taltavlen.
Hvilke strategier har de anvendt til at finde antallet

af divisorer, og har de fundet frem til samme Igsning?
Hvilke pastande har de selv fremsat — og kan de

andre elever sige sandt eller falsk til dem?

Brug af digitale vaerktgjer

CAS-varktgjerne giver pa forskellige mader mulig-
heder for at undersgge divisorer. | denne opgave har
antallet af divisorer veeret i fokus, men angivelse af de
enkelte divisorer og deres sum kan ogsa foretages.

1) https://da.wikipedia.org/wiki/Primtal




Statistik

| dette tema er statistik det matematiske fokus. Med
udgangspunkt i situationer fra elevernes liv, hverdag
og karakterer introduceres diagrammerne sumkurve
og boksplotmed tilhgrende observationer. | opgaver-
ne arbejdes desuden med de statistiske deskriptorer.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Elevernes omverden er fuld af indhold, der kan ansku-
es med ‘'matematikbriller’. De to diagrammer laegger
pa hver sin made op til samtale i klassen om hvilke
informationer, man kan fa af diagrammer alene og af
de deskriptorer, der er tilknyttet de to boksplot.

I sumkurven kan man afleese, at den, der har flest
penge til radighed, har noget mere end 2400 kr., at
mere end halvdelen har over 800 kr. samt at noget
over 10% har mere end 1600 kr. til radighed.

Samtalen kan lede frem til, at eleverne konstruerer
en sumkurve ud fra egne data. De to boksplot, der er
baseret pa en klasses karakterer, er suppleret med en
reekke statistiske deskriptorer. De kan give anledning
til samtaler om, hvad man kan laese af diagrammet
alene og om hvilken prgveform, eleverne har klaret
bedst.

Middeltallet, i MatematiKan benaevnt middelveer-
di, er noget storre i preven uden hjaelpemidler end i
preven med hjeelpemidler. Der kan udarbejdes mange
forslag til en raeekke karakterer, der giver 6,5 frem for
5,8 som middeltal.

Elevernes undersggende arbejde
Omdrejningspunktet for alle opgaverne er en flaske-
indsamling, der har til formal at skaffe klassen tilskud
til en skoletur.

Opgave 1 0og 2

De to ferste opgaver tager udgangspunkt i den ufzer-
dige tabel. Middeltallet kan beregnes til 145 flasker og
et stolpediagram vil vise fordelingen pa de ti maneder.

Opgave 3
| denne opgave skal tabellen tilfgjes de summerede
veerdier. De skal bruges til et diagram, hvor det i det

sidste spgrgsmal geelder om at finde tidspunktet for
indsamlingen af halvdelen af det samlede antal fla-
sker. Ved udgangen af januar har klassen samlet 683
flasker, sa halvdelen nas pa et tidspunkt i februar.

Flaskeindsamlingen
1600
1400
1200
1000

ano

Opgave 4
Det er muligt at hente en del oplysninger i bade boks-
plot og deskriptorer. | forhold til pAstandene er varia-
tionsbredden for A-klassen stgrre end for B-klassen.
Bade den elev, der har samlet feerrest og den elev, der
har samlet flest flasker, gar i A-klassen.

Lad eleverne formulere pastande, der kan besvares
enten ved hjalp af boksplottene eller deskriptorerne.

Faelles opsamling
Det er oplagt at diskutere de forskellige I@sningsfor-
slag, som eleverne er kommet frem til i fellesskab. De
kan enten designes, s de kan haenges op i klassen,
eller de kan laegges pa en fzlles digital platform, fx
SkoleTube.

Det er en diskussion vaerd, hvilke forslag, der giver
godt formidlede svar p& opgaverne.

Brug af digitale veerktojer

Pa siderne i elevbogen og her i laerervejledningen
anvendes forskellige digitale veaerktgjer, der kan frem-
bringe diagrammer, der kan anvendes til bade Igsning
og beskrivelse. Det er en diskussion veerd at forspge
at finde frem til de veerktgjer, der er de mest tilgaenge-
lige for eleverne i de enkle situationer.
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Ligninger og ligningssystemer

R -
g ' )
" iy
- 2x + 14 =38 \
& x+y=15
-~ 20.= Ri- 5 5x + 3y =61
} cos(v)=§—; %
S N

23+ 30— 4

Opslaget introducerer brugen af CAS til ligningslgs-
ning samtidig med, at der ogsa er fokus pa problem-
Igsning, hvor et problem skal oversaettes til en ligning,
og hvor Igsningen efterfglgende skal tolkes. Lasning
af ligninger var tidligere ofte en vanskelig opgave, men
det kan nu let klares ved at bruge et digitalt veerktgj.
Derimod er det kreevende arbejde med at opstille
ligninger og tolke Igsninger stadig en kognitiv udfor-
dring, selvom der i dele af denne proces kan bruges
digitale veerktgjer.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
| skyen er vist 4 ligninger og et ligningssystem, som er
udgangspunkt for den fzelles indledende drgftelse i
klassen.

En ligning kan fx lpses ved at bruge disse metoder:
Geet og prov efter eller en anden uformel metode,
algebraisk ved at regne, grafisk ved at tegne og “solve”
i et CAS-veerktgj.

Se pa ligningerne i skyen og dreft i fellesskab, hvor-
dan de kan lgses. Fx har eleverne formodentlig ikke
viden om, hvordan ligningen cos(v) = 2 skal lpses
algebraisk. Her kan sa gzettes pa en vinkel og preves
efter, om cosinus til vinklen giver %. Denne ligning
kan sa overszettes til en situation, hvor man skal finde
stgrrelsen af en vinkel i en retvinklet trekant.

Ligningssystemet kan lgses ved at tegne de to
sammenhange i et koordinatsystem og sa aflaese
skaeringspunktet. Selve ligningssystemet kan fx over-
saettes til denne historie: Pernille har bade rode og bla
kugler. | alt har hun 15 kugler. Yasmin har 5 gange sa
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mange rgde kugler og 3 gange s mange bla som
Pernille. | alt har Yasmin 61 kugler. Hvor mange
rode kugler har Pernille?

Elevernes undersggende arbejde
Opgave 1 leegger op til at bruge CAS til
ligningslgsning.

| opgave 2 og 3 skal eleverne forst oversaette en
situation til ligninger. Derefter skal de bruge CAS til
I@sningen, der til sidst fortolkes.

De to sidste opgaver lzegger op til, at eleverne selv
skal digte situationer, som kan lgses ved at opstille
ligninger.

Fzelles opsamling

Alle ligninger er kendetegnet ved, at der er en ube-
kendt, som man skal finde veerdien af. Den ubekendte
kaldes ofte x eller y, men andre symboler bgr ogsa
indgd i elevernes arbejde med ligninger.

| forbindelse med opskrivning af ligninger far man i
nogle veerktgjer brug for enten at kunne fortolke eller
indtaste det logiske tegn A , som laeses “og".

De fleste CAS-veerktgjer tilbyder, at man kan veelge
mellem enten en eksakt Igsning, som er en praecis
I@sning angivet med matematiske symboler, eller en
tilnzermet veerdi, hvor Igsningen angives som et deci-
maltal med et passende antal betydende cifre.

Brug af digitale vaerktgjer

Nederst pa side 16 er vist, hvordan man kan lgse lig-
ninger og ligningssystemer i CAS-vaerktgjet TI-Nspire
CAS. Pa denne YouTube kanal' er der videoer, som
viser, hvordan man kan bruge andre CAS-veerktgjer til
ligningsl@sning.

Selvom CAS er et steerkt veerktgj til ligningslgsning,
bgr der i undervisningen arbejdes med en forstaelse
af lighedstegnet, en ligning og forskellige metoder til
ligningslgsning.

1) https://www.youtube.com/playlist?list=
PL5AVIZ6E3Cpi470J1k2Ne9GmMNRrHVFOuZ



https://www.youtube.com/playlist?list=PL5AVlZ6E3Cpi47OJIk2Ne9GmNRrHVFOuZ
https://www.youtube.com/playlist?list=PL5AVlZ6E3Cpi47OJIk2Ne9GmNRrHVFOuZ

Talfelger og figurfelger

| dette tema arbejdes med raekkefglger af tal og
reekkefplger af figurer. Figurerne er her kubeformede
klodser. Klodserne er tegnet i Isometric-Drawing-To-
ol', som er et enkelt og handterbart redskab i denne
sammenhzaeng.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Talfglger kan repraesenteres pa forskellige mader:
Tabel, tegning, graf og funktionsforskrift. Begrebet
reekkefglger i matematik introduceres med to enkle
eksempler. | teksten er talfglgen 5-tabellen grundla-
get for raekkefelgen, mens 3-tabellen i skemaet giver
de neeste tal i talfglgen: 18, 21 og 24.

Figurfglgen udvikler sig
med fire klodser fra gang
til gang — Figur 4 har faet
tilfgjet fire bla klodser.

Opgave 3

Figurfglgen i fire
repraesentationer: Tabel,
tegning, graf og funktions-
forskrift.
Funktionsforskriften
bestemt ved regression er
f(x) =0,5%x2 + 0,5x.

Figurnr.| 1 | 2 | 3 | 4
Antal 1,3|6/|10

Opgave 3

antal kuber
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L figur nummer
5

Figur nr. 1 2 3 4 5 6 7 8

Antal 1 5 9 13 17 21 25 29

Figurfglgen nedenfor passer til funktionen f(x) = x2

v~ N

Elevernes undersggende arbejde

| opgaverne bringes alle repraesentationer i spil.

Opgave 1 0og 2
Losningsforslag til de to fgrste opgaver er samlet i
skemaet herunder:

Opgave 4
Figur 4 bestar Figur nr. 1 2 3 4
af 25 kvadrater. [Anta 1|5 13|25

Funktionsforskriften bestem ved regression er
f(x) = 2x2-2x+1

Fzelles opsamling

Den feelles opsamling kan forega ved, at der dreftes,
hvordan de forskellige repraesentationer giver forskel-
lige udtryk.

Brug af digitale veerktgjer

De forskellige digitale vaerktgjer, som eleverne har til
radighed, kan de samme ting, men der er forskel pa de
syntakser, der skal til at skabe de forskellige grafiske
udtryk. Valg af digitale veerktgjer afhzenger af opga-
vens karakter, de digitale veerktgjer, der er til radighed

L 2 £ & g 6 71 f=1 samt lererens og elevernes digitale kompetencer.
A 1 8 27 64 125 | 216 | 343 x3
B 2 5 10 v 26 37 50 x2+1 1) https://www.nctm.org/Classroom-Resources/llluminations/
1 7 17 31 49 71 97 | 2x*-1 Interactives/Isometric-Drawing-Tool/
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Vand pa flaske

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
En af de miljpmeaessige udfordringer, der er i fokus i
ojeblikket, er maengden af plast, der bliver smidt ud.
En del af denne plast bliver genanvendt, men meget
af den lander i naturen — bade pa land og i vand. Op-
legget her problematiserer maengden af plastflasker,
der bliver produceret og solgt med kildevand i.

Klassesamtalen, med udgangspunkt i de fem
punkter, giver god mulighed for at eleverne far indsigt
i den problematik, der ligger til grund for opslaget.
Giv eleverne tid til at diskutere de forskellige forhold,
der bliver spurgt til, og lad dem undersgge mere om
emnet pa hjemmesider, der kan give dem yderligere
viden om emnet.

Som introduktion til oplaegget og for at ggre det
mere relevant for eleverne, er det en god ide at lave
en underspgelse i klassen, hvor eleverne undersgger,
i hvor hgj grad de drikker vand fra flasker, og hvordan
de efterfolgende skaffer sig af med dem. Denne un-
derspgelse kan derefter sammenlignes med de fakta,
der eri opslaget og andre fakta fra relaterede hjem-
mesider.

Elevernes undersggende arbejde
Dette opslag legger op til, at

eleverne arbejder i grupper g l
og gerne veelger forskellige .

fokus, sd emnet bliver be-
lyst p& bredest mulige
made. Eleverne indsam-
ler oplysninger, taster
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dem ind og bearbejder dem, sa de kan finde den bedst
mulige made at visualisere dem pa. Fremlzaeggelserne
tager udgangspunkt i elevernes bearbejdede data og
danner grundlag for en samtale for klassen, hvor de
kan stille spgrgsmal til hinanden og evt. komme med
gode ideer til andre mader at arbejde med opgaverne
pa.

Eleverne skal derefter selv udarbejde en problem-
stilling, som de kan bearbejde pa samme vis som
den ovenstdende. Det er vigtigt, at laereren hjzelper
eleverne til at bruge stilladsering i dette arbejde, sa de
ikke stiller sig selv en for svaer opgave.

Brug af digitale vaerktgjer

Lad eleverne anvende de it-veerktgjer, de mener er
bedst til deres undersggelser. Nogle grupper vil fore-
traekke at arbejde med et CAS-vaerktgj, andre vil veel-
ge andre muligheder - vigtigst af alt er, at eleverne er
opmeaerksomme pa de dynamiske muligheder, de far i
et it-veerktgj. Nar de fremlaegger deres resultater, kan
leereren bede dem begrunde deres valg af it-vaerktgj,
sa de andre grupper i klassen far indblik i de forskelli-
ge muligheder, der ligger i at arbejde med it-vaerktgjer.

Yderligere materiale

Hvis leereren og klassen vil beskaeftige sig yder-

ligere med temaet, ligger der et
oplaeg pa hjemmesiden

matematikmedit.dk, der

legger op til at arbejde med

temaet Affald i havene.

Foto: Colourbox



Beregning af usikkerhed

Brugen af regnetekniske hjelpemidler ggr det muligt
at angive et resultat med masser af cifre. Men hvor
mange betydende cifre er det rimeligt at angive svaret
med? Et lille eksempel, der illustrerer dette: Et bed i
en graesplaene har form som en cirkel. Ved en maling
finder man ud af, at omkredsen er 15,2 m. Men hvor
praecist er det muligt at male en leengde?

Arealet beregnes med et CAS-vaerktgj til

- (125—’2)2: 18,38557902597575.
T

Men skal man sa skrive, at arealet er ca. 18,39 m?,
ca. 184 m2eller ca. 18 m2? Spgrgsmal af denne type er
centralti arbejdet med dette opslag.

| opslaget er det et bevidst valg, at udtrykket “be-
tydende cifre” ikke optraeder, da det er et vanskeligt
begreb at handtere for mange elever i grundskolen.
Opslagsverket I-FYSIK C* giver en fin forklaring pa
betydende cifre.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Brug eksemplet og tegningen gverst pa siden til den
indledende drgftelse i klassen. Det kan evt. suppleres
med en aktivitet, hvor man vil finde arealet af en vaeg
i klassen.

Det forste spgrgsmal giver anledning til bade at re-
flektere over, hvor praecist man har brug for at kende
et resultat og at reflektere over, hvor mange betyden-
de cifre det er rimeligt at angive resultatet med.

De maleinstrumenter, der er vist pa tegningen, er
maleinstrumenter, der findes pa alle skoler. For at
gore diskussionen mere konkret, kan eleverne gen-
nemfgre malinger med de viste redskaber.

Nederst pa side 22 er vist et eksempel pa, hvordan
man kan bruge CAS til at undersgge usikkerheden.
Gennemfgr undersggelsen med et CAS-veerktgj og
diskuter bade, hvor praecist man kan male, og hvordan
man kan skrive resultatet. | dette tilfzelde vil det veere
rimeligt at angive arealet af graespleenen til ca. 150 m2.

Elevernes undersggende arbejde
| opgave 1 skal eleverne male pa rektangulzere gen-
stande, overveje usikkerheden for mélingen, beregne

og overveje, hvor preecist de kan angive arealet.
| opgave 2 drejer det sig om runde genstande, hvor
der ofte er stgrre usikkerhed pa mélingen, ndr man
skal bestemme radius eller diameter.

| opgave 3 indgar der ogsa maling af vinkler. Med
de instrumenter, som eleverne har til radighed, er
usikkerheden pa en vinkelmaling mindst 1 grad og
ofte mere, hvilket betyder, at vinkelmalingen bidrager
vaesentligt til den samlede usikkerhed. Dette galder
seerligt, nar vinklen naermer sig 90°.

gjenhgjde = 1.52m

Definer

u = 0.005m Definer

vinkel = 56°  Definer

uv = 2°  Definer
tan(vinkel)-vandret+gjenhgjde = 13.62m Beregn
tan(vinkel +uv) - (vandret+u)+ (@jenhgjde+u) = 14.59m
tan(vinkel —uv) - (vandret—u)+ (@jenhgjde—u) = 12.74m

Feelles opsamling

| den fzelles opsamling kommer man ind pé de pointer,
som eleverne gerne skulle have erfaret ved at arbejde

med opgaverne i opslaget. Det drejer sig bdde om valg
af maleredskab og beregning af usikkerhed.

Brug af digitale vaerktgjer

CAS-veerktgjerne bruges iszer til beregning, hvor
fordelen ved at bruge CAS er, at eleverne kun skal
andre tallene for at undersgge, hvad der sker med et
resultat, ndr man regner med usikkerhed. Dette gor
det lettere at fokusere pa, hvor praecist man angive et
resultat, hvor udgangspunktet er maling.

1) https://goo.gl/ps3UfT
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Bestemmelse af tilnaermet vaerdi

for kvadratroden af et tal

Temaet for dette opslag er hentet fra matematikkens
verden. Eleverne bliver praesenteret for tre metoder,
som kan bruges til at bestemme kvadratroden af et
tal, hvor kvadratroden er et irrationalt tal. Et irratio-
nalt tal er et tal, som ikke kan skrives som en brgk,
hvor teelleren er et helt tal og naevneren er et naturligt
tal. Opdagelsen af de irrationale tal tilleegges ofte
pythagoraeerne, som var et filosofisk broderskab
grundlagt af Pythagoras.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Hvorfor overhovedet beskzeftige sig med at beregne
en tilneermet veerdi for kvadratroden af 5, nar alle lom-
meregnere har en tast, der giver denne veerdi! Sporgs-
malet kan vendes om, sd man spgrger om, hvordan
man har beregnet en tilnzermet vaerdi, far man fik
lommeregner. Over-
vejelser vedrgrende
begge disse spargs-
mal kan veere et godt
udgangspunkt for
enindledende snak i
klassen.

Droft ogsa hvilken
forskel, der er pa
en tilneermet veerdi
og en preacis veerdi,
samt hvornar man
har brug for at angive
en tilneermet vaerdi af et irrationalt tal.

Diskuter efterfglgende hver af de tre metoder.
Metode 1, som bliver vist og forklaret i denne video?,
giver et praecist geometrisk mal, men ikke et tal, for
vaerdien af V5.

Metode 2 bygger pa, at man ved gentagne bereg-
ninger bestemmer mindre og mindre intervaller for
veerdien af V8. Man starter fx med at gzette p3, at
vaerdien af V8 er et tal mellem 2 og 3. Sa deler man
op i tiendedele og finder, at veerdien ligger mellem
2,8 og 2,9. Sa deler man i hundrededele osv. Metoden
er langsommelig, da den kraever mange beregninger.
Brug evt. et regneark til beregningerne.

——

Foto: Jgrgen Uhl Pedersen
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Metode 3 giver hurtigt en veerdi med stor praecision.
Metoden er forklaret i denne video? pa YouTube.

Elevernes undersggende arbejde
Metode 1 bygger pa argumenter med Pythagoras’
saetning.

___.'.h__.i._

| opgave 2 kan eleverne med fordel bruge et regneark
til deres undersogelse af metode 2.

Metode 3 kraever stgrre forstaelse, men giver efter fa
beregninger en god tilnaermet veerdi for kvadratroden
af et irrationalt tal.

Fzelles opsamling

De tre viste metoder har ikke praktisk betydning
lengere i skolen, men far alligevel eleverne til at
reflektere over den matematik de har anvendt ved at
arbejde med metoderne. | datalogi har optimering af
beregningsalgoritmer, som den, der er vist her, stor
og stigende betydning med udvikling af store centre,
hvor meget store datamaengder skal behandles.

Brug af digitale vaerktgjer

Brugen af digitale veerktgjer ggr det muligt at un-
dersgge, hvordan man tidligere arbejdede med at
bestemme tilnaermede veerdier af irrationale tal. De
beregninger. som tidligere matte foregd manuelt,
klares af veaerktgjerne.

1) https://youtu.be/fHbOAcWwInY
2) https://youtu.be/8Yhh7INLTUS




Rumfang

| dette tema skal der arbejdes med rumfang af en kas-
se og af en keglestub. Udgangspunktet er en kendt
dagligdags situation, hvor der skal blandes saftevand
i et forhold, der angivet pa kartonen eller flasken med
den koncentrerede saft. Blandingsforhold pa embal-
lagen angives som enten 1+ 4 eller 1: 4, og forholdet
leses ofte som 1til 4, uanset hvordan det er angivet.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Det anbefales at medbringe en karton med koncen-
treret saft, som kan vaere udgangspunkt for undersg-
gelser. Desuden spiller keglestubben en central rolle i
opgaverne her, hvor saften skal blandes i en karaffel.

Den undersggelse, der foreslas i opslaget, holder
malene pa bunden fast og sa kan hgjden pd 20,4 cm
findes ved lgsning af en ligning som denne:

7 cm -7 cm - hgjde = 1000 cm?®.

Karaflen pa tegningen i opslaget er ikke malfast. Den
bestar af tre sammensatte figurer: to keglestubbe med
en cylinder imellem. Malene er angivet for den neder-
ste, storste keglestub. Rumfanget er angivet til ca. 700
cm?2. Det kan mere ngjagtigt beregnes til 687 cm3:

$-m-15- (52 +2,57 + 5 2,5) ~ 687,22

Opgaven kan udvides til ogsa at omfatte de to andre
figurer, hvor hgjden pa den cylinderformede del er 3
cm og radius 2,5 cm. Diameteren i toppen er 6,5 cm

og hgjden af den gverste keglestub 6 cm:

687,22 + 7-2,5%- 3
+ 3706 (2,5% +3,25% + 2,5 3,5) = 906,74

Inden beregningerne foretages, kan der arbejdes med
hypoteser, da det kan veere sveert lige at gennemskue,
om resultaterne af de lidt komplicerede beregninger-
ne kan vaere korrekte.

Elevernes undersggende arbejde

Opgave 1. Saftens hgjde i kartonen kan beregnes

til 18,5 cm ved at lgse ligningen 6 - 9 - hgjde = 1000.
Afstanden til toppen er derfor 1,5 cm.

De tre fglgende opgaver kan opfattes som stabelopga-
ver, der skal Igses i reekkefglge.

Opgave 2. Karaflens samlede rumfang saettes til V.
Udtrykket pa hgjre side af lighedstegnet er det rum-
fang, saften skal udggre i det angivne blandingsfor-
hold 1: 4, som her tolkes som 1 del saft og 4 dele vand.
Det betyder, at saften skal udggre en femtedel af det
samlede rumfang.

Regneudtrykket indeholder to ubekendte pa venstre
side og en pa hgjre side. Den ene er den ubekendte
hejde, h, og den anden er den radius, r, der i saftens
overflade. Den tredje ubekendte er rumfanget, V.
Regneudtrykket er altsa en ligning med tre ubekendte.

Opgave 3. Regneudtrykket for den gverste del af

karaflen:
2o (16=h) - (rP+2,57+r-25)=3-V

L
Opgave 4. Karaflens samlede rumfang, V, kan bereg-

nes til 733 cm3: | ) 5
rome16- (52 + 2,52+ 52,5 =733
Dermed er en af de tre ubekendte fundet. De to reste-
rende ubekendte findes ved at lgse ligningssystemet:

%-n-h-(52+r2+5-r)=733-§
Fm-(16-h)-(r*+25°+25-r)=733-2

Opgaven giver to szt I@sninger, men det er kun det,
hvor begge veerdier er positive, der kan bruges: Hgj-
den skal vaere naesten 2 cm og radius 4,7 cm.

Fzelles opsamling

Den felles opsamling kan satte fokus pa de resulta-
ter, der er kommet ud af overvejelser og beregninger.
Hvis der i iscenesattelsen arbejdes med hypoteser
omkring problemstillingerne, kan de nu bekrzftes el-
ler afkreeftes. En feelles samtale kan handle om, hvor-
dan hypoteser kan bruges til at vurdere resultater.

Brug af digitale veerktojer

| dette tema er fokus pa problemlgsning, og der skal
bade foretages ligningslgsning og beregninger med
formler, som enten er nye eller maske endda ukend-
te for eleverne. Brugen af CAS vil sikre hurtige og
korrekte beregninger, sa fokus kan veere pa problem-
I@sningen.
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Bremselangde i trafikken

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Fart, kgrsel, harde opbremsninger og andre begreber
fra trafikkens verden vil veere relevante at diskutere
med eleverne som isceneszttelse af dette opslag.
Der er sket zendringer for aldersgraenserne for kg-
rekort, da det nu er muligt at erhverve kgrekort som
17-arig — og zeldre mennesker skal ikke laengere have
fornyet kgrekortet hvert ar, nar de nar en vis alder.
Har det konsekvenser for, hvordan bilister feerdes i
trafikken? Hvad koster det at kgre for steerkt? Er der
seerlige forhold, hvis man kerer for steerkt ved vejar-
bejde? Kan man undersgge, om der er andet, der har
indflydelse pa bremselaengde — dektype (vinter-/
sommerdzk), mgnsterdybde, deektryk (zeldre biler)
eller andre ting? Geelder der samme forhold for andre
keretgjer?

Elevernes undersggende arbejde

Pa venstresiden i dette opslag bliver eleverne bedt om
at lpse fem mindre opgaver, som de kan anvende i det
videre arbejde pa hgjresiden. Lad eleverne arbejde
sammen i par eller grupper ved lgsning af opgaverne
savel pa venstre- som hgjresiden. Brug venstresiden
som en del af introduktionen og lad eleverne forklare
hinanden, hvordan de Igser de fem opgaver. Hgjre-

20

siden indeholder en del udregninger,
som eleverne skal bearbejde. Her er

det vigtigt, at begreberne bremseevne,
bremseleengde, reaktionsleengde og re-
aktionstid bliver begreber, som eleverne
forstar indholdet af, ellers bliver under-
spgelserne og beregningerne Igsrevet
fra konteksten, og eleverne far sveert
ved at anvende dem til at konkludere og
reesonnere i deres lgsningsforslag.

Foto: Colourbox

Feelles opsamling

Eleverne deler deres viden fra opgaver-
ne, og hvis de har veeret ude at under-
s@ge nogle koretgjer i den ‘virkelige ver-
den’, vil det veere oplagt, at de resultater,
de har, formidles til resten af klassen. De
forskellige modeller, eleverne har arbejdet med, kan
veere interessante at tage op i plenum og der diskute-
re, hvad der ville ske, hvis forholdene sndrede sig og
hvilke forhold, der kan a&ndre sig.

Brug af digitale vaerktgjer

Der er i hgj grad brug for it-veerktgjer i denne opgave

- seerligt CAS er anvendeligt her. Nar eleverne skal
handtere de forskellige formler og indsaette forskellige
tal, giver det rig mulighed for at anvende dynamikken
i programmet. Et eksempel pa dette kunne se saledes
ud:

Opgave 3

LosLigning[20, -9t == 9, t]
== 2,22222222222

Tidener2,2s

1

m 2
Z.9.—.(2,2-5)
2 s?

21,78m

Bremselaengden er ca. 22 m




/AEske med lag

Arbejdet med dette opslag giver gode differentie-
ringsmuligheder, da udgangspunktet er en aktivitet,
hvor eleverne producerer aesker med forskellige
hgjder, méler og beregner, tegner en graf og tilslut op-
stiller en model for rumfanget af zesken. Brugen af et
digitalt veerktgj understotter elevernes arbejde med
tabelleegning, beregning og opstilling af en model for
rumfanget af aesken.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Udgangspunktet er et stykke papir pa 20 cm = 28 cm,
hvilket giver relativt paene tal at regne med, men A4
papir som maler 21,0 cm x 29,7 cm kan ogsa bruges.
Det giver naesten samme resultater.

Vis evt. hvordan aesken samles, og lad sd eleverne
fremstille forskellige aesker, male pa zskerne og be-
regne rumfanget. Lad eleverne bruge et regneark eller
et andet digitalt veerktgj til tabeller. De kan sa senere
bruger veerktgjet til beregninger og tegning af grafer.

Nogle elever vil hurtigt indse, at det ikke er ngdven-
digt at fremstille aeskerne, men at man ogsa kan teen-
ke sig til mélene. Andre har brug for at opna denne
viden ved gentagne gange at fremstille flere aesker og
skrive resultatet i en tabel.

/Eskens hgjde 1 2 3 4 5
/Eskens leengde 18 16 14 12 10
/Eskens bredde 12,5 1 9,5 8 6,5
/Eskens rumfang 225 352 399 384 325

Nar eleverne har fremstillet et passende antal sesker
diskuteres spgrgsmalene nederst pa side 30.

Sammenhangen mellem askens hgjde og leengen
af asken kan udtrykkes rent sprogligt ved, at leeng-
den bliver mindre, nar asken bliver hgjere eller som
en talmaessig sammenhang.

For mange elever er det overraskende, at der ikke
geelder samme sammenhang mellem hgjden og
askens rumfang.

Spergsmalene gar pd CAS-veerktgjer, men det kan
veere ligesa frugtbart at bruge GeoGebra eller et
regneark til de videre undersggelser af de forskellige
sammenhange.

Elevernes undersggende arbejde
| forste udgave af bggerne er der en fejl i illustrationer-
ne gverst side 31. Korrekt illustration kan hentes her?.

Opgave 1. Der er en linezer sammenhzang mellem
askens hgjde og bredde. Sammenhangen kan vises
i en tabel, som en graf, som en funktionsforskrift eller
forklares verbalt.

Opgave 2. Sammenhangen mellem askens hgjde og
rumfang bliver en tredjegradsfunktion. Den sproglige
beskrivelse kan fx vaere: £skens rumfang vokser til
ca. 400 cm3, ndr hgjden er ca. 3,2 cm. Derefter aftager
rumfanget og bliver 0, nar zeskens hgjde er ca. 9,3 cm.

Opgave 3. Det stgrst mulige rumfang er ca. 400 cm3,
nar aesken har en hgjde pa ca. 3,3 cm.

Feelles opsamling
| opslaget er der arbejdet med de sammenhzange der
er beskrevet i skemaet? herunder.

B Til | situation Tabel Graf Forskrift
Situation Male Skitsere Modellere
Tabel Afleese Plotte Beregne/
tilneerme
Graf Tolke Afleese Aflaese/
tilneerme
Forskrift | Overszette | Beregne Beregne/
plotte

Processeniintroduktionen var en situation med frem-
stilling af aesker, hvor eleverne malte og opstillede en
tabel, dernaest tegnede de en graf, og til slut opstillede
de en forskrift. | opgave 3 er udgangspunktet grafen.

Brug af digitale veerktojer

| opslaget er der vist eksempler fra TI-Nspire CAS,
men et regneark eller GeoGebra vil her vaere gode
veerktojer.

1) https://goo.gl/nMwpft
2) Efter Claude Janvier, canadisk matematikdidaktiker.
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Sandsynlighed og simuleringer

| dette tema med sandsynlighed og simuleringer
arbejder elever bade med praktiske gvelser og bereg-
ninger. Beregningerne er baseret pa bade statistisk
og kombinatorisk sandsynlighed.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Til introduktionen skal bruges et antal taeendstikaesker.
Introduktionen er den gamle leg med at vippe en
aske med tendstikker. Den laegges pa kanten af et
bord for med pegefingeren at sla nede fra og op, sa
asken roterer og lander pa bordet. Den lander pa en
af tre typer flader: den store flade, pa siden eller pa
enden. En hypotese vil almindeligvis veere, at den of-
test lander pa den store af fladerne og ikke sa tit star
pa hgjkant pa enden.

Den klassiske Tordenskjold teendstikaeske har male-
ne 58 mm x 34 mm x 17 mm.

Gruppens simuleringer er foretaget pa baggrund af
de tre siders arealer. Til sammenligning med gruppen,
der har simuleret, er procentfordelingen mellem area-
lerne af flader-

Enden Siden Store
ne somvist th. |Side mm 17 34 58
| klassen kan Arealer mm? 578 986 1972
her diskuteres |Procent 163%| 279% | 558%

forskel pa beregninger, forsgg og simuleringer.

Der er mange variationsmuligheder i kast med
terninger. Her er det forskellen, der beregnes og
udfaldene er eksemplificeret i MatematiKan og et reg-
neark. Valget af digitalt veerktgj foretages i forhold til
den opgave, der skal lgses. | MatematiKan anvendes
funktionen Randominteger, der finder et tilfeeldigt tal
mellem 1 og 6, svarende til gjnene pa en terning.

To udfald treekkes fra hinanden, og den hele vaerdi
sikres af Abs-funktionen. | regnearket anvendes til-
svarende funktioner SLUMPMELLEM og ABS.

Elevernes undersggende arbejde

Opgave 1. Sammenligningen kraever en klods til det
sidste punkt. For at kunne foretage simuleringerne
kraeves mal pa siderne, sa en klods med andre mal
kan bringes i spil. Arealerne pa klodsens tre forskelli-
ge flader beregnes til 8 cm?, 14 cm2 og 28 cm2.
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Opgave 2. En optelling af de 216 terningkast, der er

mulige, giver denne fordeling af de seks mulige udfald.

Forskel 1 2 3 4 5 6
Antal 16 40 52 52 40 16
Procent 7% 19% 24% 24% 19% 7%

Et eksempel pa en sammenligning mellem hyppighe-
den af de beregnede udfald og en simulering i regne-
arket kunne se sdledes ud:

19%
16%

24%
29%

24%
24%

19%
16%

7%
9%

7%
6%

Procent

Simulering

Det kan give en god anledning til samtale omkring de
to former for sandsynlighed.

| forbindelse med teknologiforstdelse skal eleverne
se eksempler pa programmering. | CAS-vaerktgjet
MatematiKan kan fire gennemlgb med kast af tre
terninger og de tilhgrende udregninger se séledes ud,
hvor i er en tellevariabel og t er en tabel med de tre
terningkast:

Forli=1, i<5, i++, t={RandomInteger[{1,6}],

Randomlnteger|{1,6}],RandomInteger[{1,6}]}; Print|

Max[t]+Min[t]-Median([t]]]

4

3

6

5
Fzelles opsamling
Simulering og sandsynlighed er traditionelt udfor-
drende emner, men de digitale veerktgjer kan formidle
mange mulige udfald, og pa den made anskueligggre
resultater af hypoteser. Regnearket og simulering har
veeret element i de senere afgangsprever og erfarin-
gen har vist, at eleverne ikke virker fortrolige med
hverken teknik eller fortolkning.

Brug af digitale vaerktgjer

Bade regnearket og CAS-veaerktgjet kan vaere uvur-
derlige hjeelpere pa vej mod at finde svar - bade med
hensyn til kvalitet og kvantitet. Fokus kan flyttes fra
arbejde beregninger til vurdering og forstaelse af de
resultater, veerktgjerne producerer.

Foto: Bjgrn Rasmussen



Talraekker

Matematik i grundskolen er et fag, hvor anvendelsen
ofte er central, men i dette opslag er udgangspunktet
ren matematik, hvor anvendelsen ikke bliver taget op,
selvom arbejdet med talraeekker har mange anvendel-
ser.

Symbolet X (sigma) er kendt fra regneark, hvor det
betyder, at man finder summen af de markerede cel-
ler. | matematik er X et symbol, der angiver en funkti-
on, hvor man adderer efter bestemte betingelser.

Introduktion og isceneszettelse af elevernes arbejde
Introduktionen kan ske ved at give eleverne samme
opgave som Gauss (Forteel evt. historien om Gauss?).
Maske er der nogle, som far den gode ide at laegge

tallene sammen pa denne made: (1 +100) + (2 + 99) + ...

+ (50 + 51) = 50-101. Hvis det ikke sker, kan man starte
med at skrive venstre side af regneudtrykket. Det vil
fa mange elever til at opdage metoden.

Elevernes undersggende arbejde

Opgave 1

Beregningen kan fx klares pa denne méade:
(2 +100) + (4 + 98) + ... + (50 + 52) = 25 -102.
| CAS kan det skrives pa denne made:

>0 2n=2550

Opgave 2

Her er det overraskende resultat, at summen af et

uendeligt antal tal bliver et endeligt tal. Eleverne vil

godt kunne indse, at man naermer sig 2, men hvorfor

bliver resultatet ikke stgrre end 2? Dette spgrgsmal

giver gode overvejelser.
Prov evt.med 1+ % + % + % hvor resultatet

bliver 1,5.

Opgave 3

Tallet 77, som er forholdet mellem cirklens omkreds

og diameter, fascinerer mange. Det skyldes bl.a., at

det ikke muligt at angive en preecis veerdi for 7 som et

decimaltal eller en brgk. | opslaget om kvadratrgdder

blev det vist, at det er muligt at konstruere sig frem

til et mal for kvadratroden af et tal. Det samme er

umuligt for 77, fordi 7w i modseetning til kvadratroden af
et tal ikke er algebraisk, men transcendent.

De fleste vil umiddelbart kunne se systemet i Le-
ibniz' talreekke, hvor der skiftevis star plus og minus
foran leddene. For at skifte mellem plus og minus i
formlen udnytter vi at (-1) oplgftet til henholdsvis et
lige tal giver (+1) og et ulige tal giver (-1).

Nar n = 11 vil udtrykket beregne 7t korrekt med 1
decimal, nar n = 152 vil udtrykket beregne 7 korrekt
med 2 decimaler, nar n = 876 vil udtrykket beregne 7
korrekt med 3 decimaler og nar n = 18000, har man
beregnet i korrekt med 4 decimaler.

I denne video? er vist, hvordan man kan bruge et
CAS-verktgj til beregningen af 7.

Formlen til beregning af en tilnaermet veerdi for 7
kan omskrives til: =«

PUCHE

i=0

4
2i+1

Feelles opsamling

Drgft forskellen pa brug af summationstegnet i regne-
arket og i CAS-veerktgjet, hvor det er en funktion, der
giver veerdien af en reekke additioner, mens summa-
tionen i regnearket adderer veerdierne i bestemte
celler.

Brug af digitale vaerktojer

Et eksempel er betydningen af en bestemt summa-
tion, hvor man skal finde summen af de 5 forste tal i
3-tabellen:

5

Y 3n=3-1+3.2+3-3+3-4+435

n=1
Alle CAS-veerktgjer kan beregne veerdien af et sddant
udtryk.

Hvis man skriver udtrykket som vist herunder, be-

regner CAS-vaerktgjet en formel for summen af de n
forste tal i 3-tabellen.

n
Z3i=1,5-n+1,5-n2
i=1

1) https://goo.gl/nT9aTw
2) https://goo.gl/M3gsUy
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